Théoréme des deux carrés
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= l—al
Déf. On définit ’ensemble des entiers de Gauss comme - ’t (E - q)’
[t||x + iy — (a + ib)|
Zli)={a+ibe C:a,beZ}. = [t|((x —a)® + (y — b)?)
I
Lemme. Z[i] est un anneau euclidien et Z[i]* = {41, £i}. -2
< ¢
Démonstration. On obtient donc bien, en passant au carré, N(r) = |r|? < |t|*> = N(t).
Ainsi, N est un stathme. On a donc bien montré que Z[i| est un anneau
e Posons 1
euclidien.
N:Zli] — N e Soit z = a +ib € Z[i]*. Il existe donc 2’ € Z[i]* tel que zz’ = 1. On
T s o a donc N(2)N(z') = 1. Or N(z) et N(2') sont des éléments de N. On
z=a+ib — a"+b obtient N(z) = N(2’) = 1. Ainsi, il est nécessaire d’avoir a® + b* = 1.
Les seules solutions entieres de cette équation sont a = 1 et b = 0 ou
Soit z,t € Z[i], on a 2 = x 4 iy € C. a=0et b= 41, d’ou le résultat.
O
Lemme. Soit p un nombre premier. p est somme de deux carrés si et seule-
g . ment si p n’est pas irréductible dans Z][i].
-7 —q~---r---7 +
! Démonstration. e Supposons que p = a*+b%, on a alors p = (a+ib)(a—ib)
i avec a et b non nuls. Ainsi, a + ib et a — ib ne sont pas des éléments
M inversibles. Ainsi, p n’est pas irréductible.
e Supposons que p = 2z’ avec z,2' ¢ Z[i]* (z = a+ib). On a N(p) =
N(z)N(z') = p* et comme N(z) et N(z') sont différents de 1, on a
nécessairement p = N(z) et donc p = a? + b%.
O
Il existe a,b € Z tels que |z — a| < % et ly —b| < % Théo. Soit p premier. p est somme de deux carrés si et seulement si p =

Posons ¢ = a +ib € Z[i] et r = z — qt. On veut N(r) < N(t). On a 2oup = 1[4].
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Démonstration.

e Montrons que p est somme de deux carrés si et seulement si -1 est un
carré dans Fy.
On sait que Z[i] est factoriel donc

p irréductible dans Z[i] < (p) est premier < Z[i]/(p) est integre.
On a aussi la série d’isomorphismes suivant :
Z[i]/(p) = Z[X]/(X? + 1,p) = F,[X]/(X? + 1)

(pour ce qui est des morphismes, pour montrer Z[i]/(p) ~ Z[X]/(X? +
1,p) on pose

¥ Z[X]

Q@ — Q(i)

— Z[i]/(p)

et on obtient le résultat par théoreme de factorisation)
On a donc

p non irréductible dans Z][i].
F,[X]/(X? + 1) non intégre
X? + 1 non irréductible dans F,[X]

—1 est un carré dans F;

p somme de deux carrés

=
=
=
=

e Montrons maintenant le théoréme.

» Sip=2alors —1 =1= 12 Ainsi -1 est un carré¢ dans F} et on a
le résultat.

» Sip > 2, montrons que -1 est un carré dans F) si et seulement si

p=1
rz2 =1.

Montrons donc

1

{z € F, : x est un carré de F;}:{xGFZprT =1}

Soit 2 = y* avec y € ;. On a alors

Ainsi, on a
Z p—1
{r€F,:wvestuncarré de F,} C{r €F, 22 =1}
On sait aussi que

_ -1
HreF 2™ =1y <~

Montrons maintenant que
{x € F, : x est un carré de F) }| = ——.

On définit 'application

6. F, — F

ZIZ”—>$2

On a donc que Im(¢) = {z € F; :

Ker(¢) = {£1}. On obtient donc |Im(¢)| = Rerig) = T3 -
Ainsi, les deux ensembles étudiés sont de méme cardinal et sont
donc égaux.

On a donc

x est un carré de Fy} et
[F5l _ p—1

—1 est un carré dans F, <« (—1)]%1 = 1.

—1
o akez,%:%
& dkeZ,p=4k+1

< p=1[4]
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